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Abstract : Let be M a smooth manifold, A a local algebra and MA a
manifold of infinitely near points on M of kind A. We build the canonical
foliation onMA et we show that the canonical foliation on the tangent bundle
TM is the foliation defined by his canonical field.
Re´sume´ : SoitM une varie´te´ diffe´rentielle, A une alge`bre locale etMA la
varie´te´ des points proches de M d’espe`ce A. Nous construisons le feuilletage
canonique sur MA et montrons que le feuilletage canonique du fibre´ tangent
TM , est le feuilletage de´fini par son champ canonique.
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1 Pre´liminaires
1.1 De´rivation d’une alge`bre
Soit A une alge`bre commutative et unitaire sur R et M un A-module.
Une de´rivation de A dans M est une application R-line´aire d : A −→M telle
que
d(ab) = d(a)b+ ad(b)
pour tous a, b ∈ A. Evidemment d (λ) = 0 pour tout λ ∈ R.
On note Der(A,M) le A-module des de´rivations de A dans M. Lorsque
M = A, une de´rivation de A dans A est simplement appele´e de´rivation de
A et on note DerR(A) ou` simplement Der(A) s’il n y a pas de confusion, le
A-module des de´rivations de A.
Si A et B sont deux alge`bres quelconque et si ϕ : A −→ B est un
homomorphisme d’alge`bres, alors B est un A-module.
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Soit ϕ : A −→ B un homomorphisme d’alge`bres. Une application R-
line´aire d : A −→ B est une ϕ-de´rivation si
d(ab) = d(a)ϕ(b) + ϕ(a)d(b)
pour tous a, b ∈ A.
1.2 Alge`bre locale et varie´te´ des points proches
Une alge`bre locale au sens de Weil est une alge`bre re´elle commutative
unitaire A, de dimension finie sur R, ayant un ide´al maximal unique m de
codimension 1. On a ainsi
A = R⊕m.
Dans ce cas, compte tenu du lemme de Nakayama, l’ide´al maximal m est
nilpotent. Le plus petit entier positif k tel que mk+1 = (0) est la hauteur de
A et la dimension sur R de m/m2 est la largeur ou la profondeur de A.
Lorsque A est une alge`bre locale (de dimension finie), l’ensemble Der (A)
des de´rivations de A est une alge`bre de Lie de dimension finie : c’est l’alge`bre
de Lie du groupe de Lie Aut(A) des automorphismes de A.
Dans toute la suite, M est une varie´te´ diffe´rentielle paracompacte de
classe C∞ de dimension n et A une alge`bre locale au sens de Weil. On note
C∞(M) l’alge`bre des fonctions nume´riques de classe C∞ sur M , X(M) le
C∞(M)-module des champs de vecteurs sur M et TM l’espace tangent a`
M .
Un point proche de p ∈M d’espe`ce A[7], est un homomorphisme d’alge`bres
ξ : C∞(M) −→ A
tel que, pour tout f ∈ C∞(M),
[ξ(f)− f(p)] ∈ m.
On note MAp l’ensemble des points proches de p ∈M d’espe`ce A et
MA =
⋃
p∈M
MAp .
L’ensemble MA = HomA lg(C
∞(M), A) est une varie´te´ diffe´rentielle de
dimension dim(M) · dim(A) et est appele´ varie´te´ des points proches de M
d’espe`ce A[7] ou simplement fibre´ de Weil d’espe`ce A.
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1. Lorsque A = R, on identifie MR a` M par l’application
M −→MR = HomA lg(C
∞(M),R), p 7−→ {f 7−→ f(p)} .
2. Lorsque V est un espace vectoriel de dimension finie p dont une base
est (v1, ...; vp), si (v
∗
1, ..., v
∗
p) de´signe la base duale de (v1, ...; vp), alors
l’application
V A
θ
−→ V ⊗A, ξ 7−→
p∑
i=1
vi ⊗ ξ(v
∗
i )
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
3. Lorsque A = D = {a+ εb : a, b ∈ R, ε2 = 0} est l’ensemble des nombres
duaux , qui est isomorphe a` l’alge`bre des polynoˆmes tronque´s R [x] / (x2),
on note (1∗, ε∗) la base duale de la base canonique (1 , ε) de D. La varie´te´
MD est identifie´e au fibte´ tangent TM par l’application
MD −→ TM, ξ 7−→ ε∗ ◦ ξ
L’application re´ciproque e´tant
TM −→MD, v 7−→ {ξ : f 7−→ f(p) + ε · v(p)}
si v ∈ TpM.
4. Plus ge´ne´ralement, si A = R [x1, ..., xs] / (x1, ..., xs)
k+1, alors MA =
Jk0 (R
s,M).
1.3 Champs de vecteurs sur MA
L’ensemble, C∞(MA, A), des fonctions de classe C∞ sur MA a` valeurs
dans A est une A-alge`bre commutative unitaire, d’unite´ l’application
1C∞(MA,A) : ξ 7−→ 1A.
Pour f ∈ C∞(M), l’application
fA : MA −→ A, ξ 7−→ ξ(f)
est de classe C∞ et l’application
C∞(M) −→ C∞(MA, A), f 7−→ fA
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est un homomorphisme d’alge`bres.
Si (ai)i=1,...,s est une base de A et (a
∗
i )i=1,...,s la base duale, on identifie
C∞(MA, A) a` A⊗ C∞(MA) par l’application
σ : ϕ 7−→
s∑
i=1
ai ⊗ (a
∗
i ◦ ϕ).
Ainsi, σ(fA) =
s∑
i=1
ai ⊗ (a
∗
i ◦ f
A) pour tout f ∈ C∞(M).
On note
γ : C∞(M) −→ A⊗ C∞(MA), f 7−→
s∑
i=1
ai ⊗ (a
∗
i ◦ f
A)
et Derγ
[
C∞(M), A⊗ C∞(MA)
]
le A ⊗ C∞(MA)-module des γ-de´rivations
de C∞(M) dans A ⊗ C∞(MA) c’est-a`-dire l’ensemble des applications R-
line´aires
D : C∞(M) −→ A⊗ C∞(MA)
telles que, pour f et g appartenant a` C∞(M),
D(fg) = D(f) · γ(g) + γ(f) ·D(g).
Une de´rivation de C∞(M) dans C∞(MA, A) [1], est une de´rivation par
rapport a` l’homomorphisme
C∞(M) −→ C∞(MA, A), f 7−→ fA
c’est-a`-dire, une application R- line´aire
X : C∞(M) −→ C∞(MA, A)
telle que, pour f et g appartenant a` C∞(M),
X(fg) = X(f) · gA + fA ·X(g).
L’ensembleDer
[
C∞(M), C∞(MA, A)
]
, des de´rivations de C∞(M) dans C∞(MA, A),
est un C∞(MA, A)-module. D’apre`s [5], [6], l’application
Der
[
C∞(MA)
]
−→ Derγ
[
C∞(M), A⊗ C∞(MA)
]
, X 7−→ (idA ⊗X) ◦ γ,
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est un isomorphisme de C∞(MA)-modules .
Il s’ensuit que l’application
Der
[
C∞(MA)
]
−→ Der
[
C∞(M), C∞(MA, A)
]
, X 7−→ σ−1 ◦ (idA ⊗X) ◦ γ,
est un isomorphisme de C∞(MA)-modules qui permet de transporter sur
Der
[
C∞(MA)
]
la structure de C∞(MA, A)-module deDer
[
C∞(M), C∞(MA, A)
]
.
On peut donc regarder un champ de vecteurs sur MA comme une de´rivation
de C∞(M) dans C∞(MA, A) [1]
Proposition 1 Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
1. Un champ de vecteurs sur MA est une section diffe´rentiable du fibre´
tangent (TMA, piMA ,M
A) ;
2. Un champ de vecteurs sur MA est une de´rivation de C∞(MA) ;
3. Un champ de vecteurs sur MA est une de´rivation de C∞(M) dans
C∞(MA, A).
Exemple 2 Soit C est le champ de Liouville sur le fibre´ tangent TM . Dans
un syste`me de coordonne´es locales (x1, ..., xn) sur la varie´te´ M , si yi = dxi
de´signe la coordonne´e sur la fibre,
C =
n∑
i=1
yi
∂
∂yi
cest-a`-dire C(xi) = 0 et C(yi) = yi.
Puisque l’application
γ : C∞(M) −→ D⊗ C∞(TM), f 7−→ 1⊗ 1∗ ◦ fD + ε⊗ ε∗ ◦ fD
ou`
fD (v) = f(p) + ε · v(f), v ∈ TpM
est telle que
γ (xi) (1⊗ v) =
[
1⊗ 1∗ ◦ xDi + ε⊗ ε
∗ ◦ xDi
]
((1⊗ v))
= 1⊗ 1∗ [xi(p) + ε · v(xi)] + ε⊗ ε
∗ [xi(p) + ε · v(xi)]
= 1⊗ xi(p) + ε⊗ v(xi)
= [1⊗ xi + ε⊗ dxi] ((1⊗ v))
= [1⊗ xi + ε⊗ yi] (1⊗ v) ,
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c’est-a`-dire
γ (xi) = 1⊗ xi + ε⊗ yi,
la de´rivation X : C∞(M) −→ C∞(TM,D) correspondant au champ de Liou-
ville C est donne´e par
X (xi) = σ
−1 ◦ (idD ⊗ C) ◦ γ (xi)
= σ−1 ◦ (idD ⊗ C) ◦ (1⊗ xi + ε⊗ yi)
= σ−1 ◦ [1⊗ C(xi) + ε⊗ C(yi)]
= ε · yi.
Dans toute la suite, nous regarderons un champ de vecteurs comme une
de´rivation de C∞(M) dans C∞(MA, A).
1.3.1 Champs de vecteurs sur MA provenant des de´rivations de
A
Proposition 3 Si d est une de´rivation de A, alors l’application
d∗ : C∞(M) −→ C∞(MA, A), f 7−→ (−d) ◦ fA,
est un champ de vecteurs sur MA.
Dmonstration: L’application d∗ est R-line´aire et pour f et g apparte-
nant a` C∞(M) et pour ξ ∈MA, on a :
d∗(fg)(ξ) = (−d) ◦ (fg)A(ξ)
= (−d) ◦ (fA · gA)(ξ)
= (−d)
[
fA(ξ) · gA(ξ)
]
= (−d)
[
fA(ξ)
]
· gA(ξ) + fA(ξ) · (−d)
[
gA(ξ)
]
=
[
(−d) ◦ fA
]
(ξ) · gA(ξ) + fA(ξ) ·
[
(−d) ◦ fA
]
(ξ)
= (
[
(−d) ◦ fA
]
· gA + fA ·
[
(−d) ◦ fA
]
)(ξ)
=
[
d∗(f) · gA + fA · d∗(g)
]
(ξ).
Comme ξ est quelconque, on de´duit que
d∗(fg) = d∗(f) · gA + fA · d∗(g).
Ainsi, d∗ est un champ de vecteurs sur MA.
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Le champ de vecteurs d∗ est le champ de vecteurs sur MA associe´ a` la
de´rivation d de A et on a pour d1, d2 , d trois de´rivations de A et pour a ∈ A,
on a [1] :
[d∗1, d
∗
2] = [d1, d2]
∗ ;
(a · d)∗ = a · d∗.
2 Feuilletage induit par les de´rivations de A
Thorme 4 Soient d1, ..., dr une base de Der(A). Les champs de vecteurs,
d∗1, ..., d
∗
r induits par d1, ..., dr sur M
A sont line´airement inde´pendants et
de´finissent un feuilletage Fr de dimension r sur M
A.
Dmonstration: Soient les applications ϕ1, ..., ϕr ∈ C
∞(MA, A) telles
que ϕ1 · d
∗
1 + ...+ ϕr · d
∗
r = 0.
Pour f ∈ C∞(M), et pour tout ξ ∈MA, on a
0 = [ϕ1 · d
∗
1 + ... + ϕr · d
∗
r ] (f) (ξ)
=
[
ϕ1 ·
(
(−d1) ◦ f
A
)
+ ...+ ϕr ·
(
(−dr) ◦ f
A
)]
(ξ)
= −ϕ1 (ξ) · d1 (ξ (f))− ...− ϕr (ξ) · dr (ξ (f))
= − [ϕ1 (ξ) · d1 (ξ (f)) + ...+ ϕr (ξ) · dr (ξ (f))]
Puisque les de´rivations d1, ..., dr sont line´airements inde´pendantes, on a alors
ϕ1 (ξ) = ... = ϕr (ξ) = 0.
Comme ξ est quelconque, on conclut que
ϕ1 = ... = ϕr = 0
c’est-a`-dire que les champs de vecteurs d∗1, ..., d
∗
r sont line´airement inde´pendantes.
De plus, pour i, j ∈ {1, ..., r},
[
d∗i , d
∗
j
]
= [di, dj]
∗ .
Le syste`me diffe´rentiel engendre´ par d∗1, ..., d
∗
r est donc comple´tement inte´grable.
Il de´finit donc un feuilletage Fr de dimension r que nous appelons feuilletage
canonique sur MA.
Ce qui ache`ve la de´monstration.
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2.1 Feuilletage canonique sur le fibre´ tangent TM
Proposition 5 Le feuilletage canonique sur le fibre´ tangent TM est le feuille-
tage de´fini par son champ de vecteurs canonique (champ de Liouville) C.
Dmonstration: Soit d une de´rivation de D, alors
0 = d
(
ε2
)
= d (ε · ε)
= 2ε · d (ε)
Il existe donc λ ∈ R tel que d (ε) = λε. Toute de´rivation de D est donc de la
forme telle que d(ε) = λε ou` λ ∈ R.
Soit d0 la de´rivation de D telle que d0 (ε) = −ε, alors Der(D) = R·d0 est
l’alge`bre de Lie de dimension 1, engendre´e par d0.
Le champ de vecteurs provenant de la de´rivation d0 est l’application
d∗0 : C
∞(M) −→ C∞(TM,D), f 7−→ (−d0) ◦ f
D,
c’est-a`-dire, si (x1, ..., xn) est un syste`me de coordonne´es locales sur la varie´te´
M , et si (y1, ..., yn) de´signent les coordonne´es sur la fibre,
(d∗0)(xi) = (−d0) ◦ (xi)
D
= −d0 ◦ (xi + εyi)
= −d0 ◦ [ε · yi)]
= ε · yi
Le champ de vecteurs d∗0 est donc le champ de Liouville sur le fibre´ tangent et
le feuilletage induit par d∗0 sur TM est par conse´quent le feuilletage canonique
de TM .
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